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Sazˇetak
Ovaj diplomski rad daje pregled elektrodinamike crnih rupa. Prvo se bavimo test-
nim poljima da dobijemo ideju kako se elektromagnetizam ponasˇa na zakrivljenoj po-
zadini prostorvremena. Nakon toga prolazimo kroz odabrana bitna svojstva elektro-
magnetskog polja kao sˇto su ponasˇanje potencijala, Smarrove relacije, nasljedivanja
simetrije i Meissnerovog efekta. Nakon pregleda standardnog, Maxwellovog elektro-
magnetizma bavimo se generalizacijama, tj. gledamo kakvu teoriju elektromagnet-
skog polja proizvode Lagranzˇijani s proizvoljnim vezanjima i prezentiramo nedavne
rezultate u vezi nasljedivanja simetrije i formulacije Smarrove relacije.
Kljucˇne rijecˇi: elektrodinamika crnih rupa, besilni elektromagnetizam, Meissnerov
efekt crnih rupa, nelinearna elektrodinamika.
Black hole electrodynamics
Abstract
This thesis gives an overview of black hole electrodynamics. Firstly, we introduce
test fields to obtain perspective how electromagnetism behaves on curved spacetime
background. Then, we go through chosen important properties of the electromag-
netic field such as potentials behaviour, Smarr’s relation, symmetry inheritance and
Meissner effect. After the overview of standard, Maxwell’s, electromagnetism, we
deal with generalisations, i.e. we investigate which theory of electromagnetic fields
is produced by Lagrangians with arbitrary couplings and we present recents results
in relation with symmetry inheritance and Smarr’s relation formulation.
Keywords: black hole electrodynamics, force-free electrodynamics, black hole Meiss-
ner effect, nonlinear electrodynamics.
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1 Uvod
Elektrodinamika je, iako je cˇesto nazivamo klasicˇnom, inherentno relativisticˇka te-
orija. Sˇtoviˇse, to je teorija koja nam je otkrila relativnost. Ogroman uspjeh J. C.
Maxwella krajem 19. stoljec´a u dovrsˇavanju jednadzˇbi kojima opisujemo elektro-
dinamiku, nadalje poznatim kao Maxwellovim jednadzˇbama ostavio je, po Lordu
Kelvinu [1], jedan od dva oblaka nad ljepotom i bistrinom tadasˇnje dinamicˇke te-
orije1. Nakon negativnog ishoda Michelson–Morleyjevog eksperimenta pocˇela su
objasˇnjenja neobicˇnih transformacijskih svojstava Maxwellovih jednadzˇbi u smjeru
koji je kulminirao 1905. godine i Einstenovim cˇlankom kojim pocˇinje nova era –
era moderne fizike kojom vladaju relativnost i kvantna mehanika, posljedice dvaju
oblaka Lorda Kelvina. Kako je svima poznato, Einstein ne staje na specijalnoj rela-
tivnosti, nego proucˇavajuc´i njene implikacije nasluc´uje josˇ sˇiru teoriju danas poznatu
kao opc´u teoriju relativnosti.
Klasicˇna elektrodinamika opisana je spomenutim Maxwellovim jednadzˇbama. Ska-
larnih jednadzˇbi je zapravo osam, iako se cˇesto govori o cˇetiri Maxwellove jednadzˇbe
jer je najpoznatiji zapis tih jednadzˇbi u vektorskom obliku na nacˇin da su dvije vek-
torske, a dvije skalarne. Maxwellove jednadzˇbe u vektorskom obliku u SI jedinicama
glase
~∇ · ~E = ρ
0
(1.1)
~∇ · ~B = 0 (1.2)








Iako je ovaj oblik najrasprostranjeniji, ipak nije pogodan za tretiranje crnih rupa zbog
njihove relativisticˇke prirode. Prvi korak je napisati ove jednadzˇbe u kovarijantnom
zapisu. Za tu svrhu uvodimo antisimetricˇni tenzor elektromagnetskog polja. Njegov
1Drugi oblak je bila ultraljubicˇasta katastrofa.
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oblik u Kartezijevom koordinatnom sustavu u prostoru Minkowskog glasi
Fµν =

0 −Ex −Ey −Ez
Ex 0 Bz −By
Ey −Bz 0 Bx
Ez By −Bx 0
 . (1.5)
Sada kovarijantne Maxwellove jednadzˇbe glase, ovaj put u prirodnim jedinicama
∇aF ab = −4pijb (1.6)
∇[aFbc] = 0 (1.7)
gdje je jb cˇetverovektor struje definiran kao j = (ρ,~).
S druge strane, koristec´i vektorski (bazˇdarni) cˇetveropotencijal A = (φ, ~A) imamo
F ab = 2∇[aAb] (1.8)
∇aF ab = 2∇a(∇[aAb]) = −4pijb. (1.9)
Energiju koje elektromagnetsko polje ima opisujemo elektromagnetskim tenzorom














Taj tenzor zadovoljava jednadzˇbu kontinuiteta tj. zakon ocˇuvanja energija (i impulsa)
∇bTab + Fabjb = 0. (1.11)
Buduc´i da u gornjim jednadzˇbama za opisivanje polja koristimo samo vektore i je-
dan antisimetricˇni tenzor, mozˇemo se posluzˇiti jezikom diferencijalnih formi koji
nam daje ljepsˇi/jednostavniji zapis matematicˇkih operacija potrebnih za izrazˇavanje
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Maxwellovih jednadzˇbi.
dF = 0 (1.12)
d ∗F = 4pi ∗j (1.13)
gdje je d vanjska derivacija, a ∗ Hodgeov dual. Takoder, konvencija koja c´e se ko-
ristiti kroz ovaj diplomski rad je da c´e se 3-struja, Hodgeov dual 1-struje, oznacˇavati
velikim slovom J = ∗j.
Veza izmedu elektromagnetske 2-forme i 1-forme potencijala jednostavno je
F = dA. (1.14)
Rastav elektromagnetske 2-forme na 1-forme elektricˇnog i magnetskog polja s obzi-
rom na opc´enito vektorsko polje dano je
E(X) = −iXF (1.15)
B(X) = iX∗F . (1.16)
Obratno, elektromagnetska 2-forma mozˇe se napisati pomoc´u polja kao
−NF = u ∧ E + ∗(u ∧B) (1.17)
gdje vrijedi N = uaua.
Kroz ovaj diplomski rad upotrebljavat c´e se zadnja dva formalizma, ovisno koji je
prikladniji u danoj situaciji.
S druge strane, opc´a teorija relativnosti prosˇiruje specijalnu teoriju relativnosti
tako sˇto pozadinu na kojoj su se odvijali fizikalni procesi, prostorvrijeme, stavlja u
prvi plan te tvrdi da se prostorvrijeme ponasˇa sukladno energijskom sadrzˇaju na
njemu prema jednostavnom skupu jednadzˇbi
Rab − 1
2
Rgab = 8piTab (1.18)
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u prirodnim jedinicama gdje je Rab Riccijev tenzor, gab metricˇki tenzor, a Tab tenzor
energije-impulsa. Iako jednadzˇbe izgledaju prilicˇno jednostavno, njihova rjesˇenja i
posljedice nisu takve. Jedna od posljedica je i postojanje crnih rupa – dijelova pros-
torvremena u kojima svi se geodezici svjetlosnog ili vremenskog tipa jednom kad
nadu tu, ostaju tu.
Buduc´i da crne rupe ne mogu imati kosu (prema poznatim no hair teoremima,
na primjer [2]), nego samo masu M , naboj e i angularni moment J , stacionarno i
elektrovakumsko rjesˇenje koje uzima u obzir sva tri parametra je i najopc´enitije. Na-
ziva se Kerr-Newmanovo rjesˇenje (crna rupa). Crne rupe ne moraju imati naboj i/ili
angularni moment pa stoga prepoznajemo ukupno cˇetiri stacionarna i vakuumska
rjesˇenja
J = 0 J 6= 0
e = 0 Schwarzschild Kerr
e 6= 0 Reissner-Nordstro¨m Kerr-Newman
Pregled sva cˇetiri tipa crnih rupa se nalazi u dodatku.
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2 Testna polja
Za promatranje svojstava prostorvremena i elektromagnetskih polja prisutnih u njima
cˇesto posezˇemo za alatom kojim nazivamo testno polje. Testno polje je elektromag-
netsko polje koje je dovoljno slabo da mozˇemo zanemariti utjecaj njegovog ener-
getskog sadrzˇaja na geometriju prostorvremena (Tab = 0), dok je utjecaj geometrije
na elektromagnetsko polje u srediˇstu pazˇnje. Ovaj alat je vrlo koristan jer bitno
pojednostavnjuje racˇun buduc´i da je metricˇki tenzor fiksan, a daje znacˇajan uvid u
ponasˇanje polja u stvarnim, astrofizicˇkim situacijama jer su elektromagnetska polja
koja imaju znacˇajan utjecaj na geometriju rijetka.
2.1 Wald-Papapetrou
Killingovi vektori (preciznije, vektorska polja) generiraju rjesˇenja Maxwellovih jed-
nadzˇbi ukoliko ih identificiramo kao bazˇdarne potencijale [3]. To je cˇinjenica koja se
lako pokazˇe.
Maxwellove jednadzˇbe u vakuumu glase
F ab = 2∇[aAb]
∇aF ab = 2∇a(∇[aAb]) = 0. (2.1)
Prva jednadzˇba je odmah zadovoljena, dok drugu trebamo josˇ pokazati. Koristimo
identitet iz dodatka A
∇a∇aKc = RcdKd. (2.2)
Desna strana je po Einsteinovoj jednadzˇbi 0 jer je Riccijev tenzor u vakuumu 0. Time
smo zadovoljili i drugu Maxwellovu jednadzˇbu koja sadrzˇi basˇ takve cˇlanove.
Ovo je Papapetrou dio rjesˇenja. Wald je iskoristio ovu cˇinjenicu da nade rjesˇenje
za elektromagnetsko polje kada je Kerrova crna rupa uronjena u homogeno magnet-
sko polje [4]. Osnosimetricˇno, stacionarno prostorvrijeme ima dva Killingova vek-
torska polja pridruzˇenima tim simetrijama. Killingovo vektorsko polje pridruzˇeno
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vremenskoj simetriji neka bude ka = (∂t)a, a ono osnoj simetriji neka bude ma =
(∂φ)
a. Tada koristec´i elektromagnetsku 2-formu i forme pridruzˇene Killingovim vek-
torskim poljima mozˇemo definirati sve fizikalne velicˇine (tkz. Komarove integrale)
pridruzˇene tom prostorvremenu na iduc´i nacˇin [5]























gdje je S topolosˇka 2-sfera po kojoj integriramo, a MS , JS , QS , PS redom masa, za-
mah, elektricˇni i magnetski naboji. Dva najcˇesˇc´a izbora za takvu sferu su ili horizont
dogadaja ili sfera u beskonacˇnosti za asimptotski ravne prostore.
Vratimo se na cˇinjenicu da Killingova vektorska polja rjesˇavaju vakuumske Maxwel-
love jednadzˇbe kada se uvrste na mjesto bazˇdarnog potencijala. Prvo, razmotrimo
osnu simetriju. Po definiciji imamo
Fm = dm. (2.7)
Ovo rjesˇenje je stacionarno £kFm = £kdm = d£km = 0 i osnosimetricˇno £mFm =
£mdm = d£mm = 0. Nadalje, u beskonacˇnosti Fm postaje uniformno magnetsko
polje zato sˇto prostorvrijeme tamo postaje ravno i dm poprima vrijednost za ravni
prostor. U Minkowskom prostoru vrijedi
ma = r
2 sin2 θ(dφ)a = x(dy)a − y(dx)a. (2.8)
Nadalje,
Fm = dm
= dx ∧ dy − dy ∧ dx = 2dx ∧ dy. (2.9)
Ocˇitavanjem iz (1.5) vidimo da je ovo komponenta elektromagnetskog tenzora u Bz
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dm = 0, (2.10)










∗dm = 4J. (2.11)
Dakle, Killingovo vektorsko polje pridruzˇeno osnoj simetriji kao bazˇdarni potencijal
generira stacionarno, osnosimetricˇno testno elektromagnetsko polje naboja 4J i bez
monopolnog magnetskog momenta.
Koristec´i istu proceduru gledamo vremensku simetriju (stacionarnost)
Fk = dk (2.12)
kao i prethodno, ovo rjesˇenje je stacionarno £kFk = £kdk = d£kk = 0 i osnosime-











dk = 0 (2.13)










∗dk = −2M. (2.14)
Dakle, Killingovo vektorsko polje pridruzˇeno vremenskoj simetriji kao bazˇdarni po-
tencijal generira stacionarno, osnosimetricˇno testno elektromagnetsko polje naboja
−2M bez monopolnog magnetskog momenta koje asimptotski opada.











nesingularno, stacionarno, osnosimetricˇno, nenabijeno i uniformno u beskonacˇnosti,
sˇto se jasno vidi iz nacˇina na koji smo konstruirali polja iz svake simetrije pojedinacˇno
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te ih zbrojili da se elektricˇni naboji pokrate.
2.2 Besilna elektrodinamika crnih rupa2
2.2.1 Formulacija
Besilni elektromagnetizam (Force-Free Electrodynamics) opisuje magnetski domini-
ranu relativisticˇku plazmu (F 2 = FabF ab > 0). Pristup se temelji na aproksimaciji da
je izmjena impulsa i energije izmedu polja i materije zanemariva sˇto nam omoguc´ava
prac´enje evolucije polja ne uzimajuc´i u obzir dinamiku nabijene materije pa pozor-
nost mozˇemo zadrzˇati iskljucˇivo na polju. U zakonu ocˇuvanja energije 4-impuls tecˇe
izmedu polja i materije pomoc´u 4-sile koju aproksimiramo da je nula
Fabj
b = 0. (2.16)
Tada iz Maxwellovih jednadzˇbi mozˇemo eliminirati struju mnozˇenjem druge jed-
nadzˇbe tenzorom elektromagnetskog polja
∇[aFbc] = 0 (2.17)
Fab∇cF bc = 0. (2.18)
Elektromagnetska polja za koja postoji vektor wa tako da
waFab = 0 (2.19)
nazivaju se degenerirana elektromagnetska polja (u ravnom prostoru to je ekviva-
lentno izrazu ~E · ~B = 0). Za primjetiti je da je svako besilno elektromagnetsko polje
degenerirano jer upravo vektor 4-struje kontrahiran s elektromagnetskim tenzorom
daje gornju jednadzˇbu. Degeneracija nam daje nacˇin da elektromagnetski tenzor
razlozˇimo na antisimetrizirani produkt dva vektora. Uvjet degeneriranosti mozˇemo
pisati i kao
waF[abFcd] = 0 (2.20)
2Ovo poglavlje se sastoji od materijala mog seminara iz kolegija Diferencijalna geometrija u fizici
naslova Besilni elektromagnetizam
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obzirom da svaki cˇlan antisimetrizacije iˇscˇezava upravo iz jednadzˇbe (2.19). Posˇto je
svaki potpuno antisimetricˇni tenzor ranga cˇetiri proporcionalan volumnom elementu,
piˇsemo
F[abFcd] = βabcd (2.21)
gdje je β neka funkcija. Uvrsˇtavanjem dobivamo
βwaabcd = 0 (2.22)
no volumni element nema svojstveni vektor s svojstvenom vrijednosti 0, stoga za-
kljucˇujemo da je β = 0 sˇto znacˇi da je tenzor F[abFcd] sam za sebe 0.
To nam pomazˇe da tenzor Fab napiˇsemo kao
Fab = 2α[aβb] (2.23)
To vidimo ovako: neka su va i wa vektori t.d vrijedi vawbFab 6= 0. Buduc´i da je F[abFcd]
sam po sebi 0, mozˇemo pisati
vawbF[abFcd] = 0. (2.24)







Kako je vawbFab 6= 0 cijelu jednadzˇbu mozˇemo dijeliti s tim faktorom, a kovektore
nastale u kontrakciji u uglatim zagradama, uz pripadajuc´e faktore, mozˇemo identifi-
cirati kao u (2.23). Isti izraz u jeziku diferencijalnih formi je
F = α ∧ β. (2.26)
Koristec´i josˇ cˇinjenicu da je F zatvorena forma (dF = 0), mozˇemo pisati
F = dφ1 ∧ dφ2. (2.27)
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Kada degenerativno polje Fab zadovoljava Maxwellovu jedadzˇbu ∇[cFab] = 0, tada su
dvodimenzionale jezgre Fab integrabilne tj. tvore dvodimenzionalne podmnogostru-
kosti. U magnetskom dominiranom slucˇaju te mnogostrukosti su vremenskog tipa.
Ukoliko presjecˇemo takve mnogostrukosti vremenskog tipa s hiperplohom prostornog
tipa, dobit c´emo silnice magnetskog polja kako ih vidi promatracˇ cˇija je cˇetverobrzina
ortogonalna na prethodno navedenu hiperplohu. Zbog svega navedenog, podmno-
gostrukosti koje cˇine jezgru Fab predstavljaju evoluciju silnica polja pa je zbog toga
nazivamo ploha polja. Za primjetiti je kako ploha polja ne ovisi o promatracˇu, za
razliku od samoga polja, sˇto bitno pojednostavljuje promatranje problema. Nadalje,
uvjet besilnosti Fabjb = 0 se svodi na to da struja ja je tangencijalna na plohu polja.
To za posljedicu ima da je u besilnoj plazmi, u kojoj nema elektricˇnog polja, struja
tangencijalna silnicama magnetskog polja. Plohe polja su presjeci hiperploha kons-
tantnih φ1 i φ2, po definiciji. U Eulerovim potencijalima, koji su dva skalarna polja,
zapisana je sva sloboda koju mozˇe imati bilo koje degenerirano elektromagnetsko
polje.
Buduc´i da su sva degenerativna polja besilna, formuliramo besilnu teoriju kao
teoriju dva skalarna polja. Besilni uvjet mozˇemo zapisati pomoc´u 3-struje J = ∗j pa
iz definicije duala imamo
Fa[bJcde] = 0. (2.28)
Koristec´i 1-forme α i β gornji uvjet mozˇemo zapisati kao
α ∧ J = 0
β ∧ J = 0. (2.29)
Koristec´i Maxwellovu jednadzˇbu d ∗F = 4piJ te α = dφ1 i β = dφ2 mozˇemo gornje
jednadzˇbe napisati kao
dφi ∧ d ∗F = 0, i = 1, 2. (2.30)
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Buduc´i da je d2 = 0, gornju jednadzˇbu mozˇemo pisati kao
d(dφi ∧ ∗F ) = 0. (2.31)
Velicˇine u zagradi, dφi ∧ ∗F , nazivamo Eulerovim strujama jer vidimo da za njih
vrijedi zakon kontinuiteta.
2.2.2 Jednostavna rjesˇenja





sin θdθ ∧ dϕ. (2.32)
Buduc´i da je ovo vakuumsko rjesˇenje
J = d ∗F = d∗
( g
4pi








automatski je i besilno zato sˇto odmah zadovoljava besilne jednadzˇbe (2.30).
Izlazni tok Takoder, relativno je jednostavno konstruirati rjesˇenja koja predstav-
ljaju izlazni tok energije u Schwarzschildovom i Kerrovom prostorvremenu. U Sc-
hwarzschildovom prostorvremenu mozˇemo provjeriti da vrijedi ansatz
F = dζ ∧ du (2.34)
gdje je u retardirano vrijeme u = t − r, a ζ = ζ(θ, ϕ, u). 3-struja ovakvog rjesˇenja
glasi
J = (∆2ζ) sin θdθ ∧ dϕ ∧ du (2.35)
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gdje je ∆2 dvodimenzionalni laplasijan. Ukoliko dζ rastavimo na komponente
dζ = ζ,udu+ ζ,θdθ + ζ,ϕdϕ. (2.36)
Vidimo da su obje besilne jednadzˇbe zadovoljene. Tok Killingove energije u vremenu








Primjec´ujemo da je ovo cˇisto izlazno rjesˇenje, da nema nikakvog rasprsˇenja prema
natrag od zakrivljenog prostorvremena. Kerrov slucˇaj je malo kompliciraniji. Uko-
liko nad Kerrovom metrici u Boyer-Lindquistovim koordinatama upotrijebimo iduc´u
supstituciju
dt = du+ ((r2 + a2)/∆)dr (2.38)
dϕ = dϕ¯+ (a/∆)dr (2.39)
dobijemo koordinate koje su regularne na prosˇlom horizontu dogadaja pa su korisne
prilikom opisa radijacije. Metrika izgleda




(du− a sin2 θdϕ¯)2 (2.40)
i moramo pretpostaviti malo opc´enitiji ansatz u obliku
F = (Adθ +Bdϕ¯) ∧ (du− a sin2 θdϕ¯) (2.41)
gdje su A i B funkcije u, θ i ϕ¯. Nametanje Faradayevog zakona daje
dF = (A,ϕ¯ −B,θ + a sin2 θA,u)dϕ¯ ∧ θ ∧ du (2.42)
sˇto znacˇi da imamo diferencijalnu jednadzˇbu
A,ϕ¯ −B,θ + a sin2 θA,u = 0 (2.43)
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kao uvjet na funkcije A i B.
Michelov monopol Ukoliko rub zvijezde uzmemo kao savrsˇeni vodicˇ koji se rotira
kutnom brzinom Ω i u srediˇste takve zvijezde stavimo magnetski monopol dobijemo
Michelovo rjesˇenje. Rotirajuc´i vodicˇ u monopolnom magnetskom polju razvije na
svojoj plohi raspodjelu naboja σ koja je proporcionalna cos θ. Zbog toga uvjet de-
generiranosti ~E · ~B = 0 ne stoji. Medutim, slucˇaj koji promatramo je takav da je
kutna brzina Ω dovoljno velika da cˇupa naboje s polova i stvara plazmu i time zasjeni
povrsˇinsku raspodjelu naboja i napravi uvjete u kojima mozˇemo koristiti formalizam
besilnog elektromagnetizma.
Moramo pretpostaviti da elektricˇno polje nema paralelnu komponentu s povrsˇinom,
tj. iuF je 0 u paralelnom smjeru. F koji zadovoljava taj uvjet c´emo pokusˇati pronac´i
superponirajuc´i monopolno polje i polje izlaznog toka. Monopolno polje i F izlaznog
toka rjesˇenja jednadzˇbi besilnog elektromagnetizma, no zbog nelinearnosti istih, ne-
mamo garanciju da je i njihova superpozicija besilno rjesˇenje. Medutim, monopolno
rjesˇenje je vakuumsko, nema izlazne struje pa je superpozicija takvog rjesˇenja i nekog
drugog opet rjesˇenje. Zbog toga onda slijedi ansatz
F = q sin θdθ ∧ (dφ+ C(θ, u)du) (2.44)
gdje je C neka funkcija koordinata θ i u. Rubni uvjet nam govori
iuF ∝ i(∂t+Ω∂ϕ)dθ ∧ (dϕ+ C(θ, u)du)
∝ dθ(Ω + C(θ, u)). (2.45)
Uvjet je da tangencijalna komponenta iuF te buduc´i da je dθ tangencijalna na sferu,
fiksiramo C kao konstantu
C = −Ω. (2.46)
Tada je polje
F = q sin θdθ ∧ (dϕ− Ωdu). (2.47)
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Struja J = d ∗F ovog rjesˇenja se dobije kao u odjeljku s izlaznim tokom jer monopol
ne doprinosi.
J = d ∗F = d∗ [(−qΩ sin θ)dθ ∧ dϕ)]
= −qΩd(sin2 θdϕ ∧ du)
= −2qΩ sin θ cos θdθ ∧ dϕ ∧ du. (2.48)
Vektor 4-struje glasi




Tenzoru energije-impulsa ne pridonosi monopolski dio pa imamo, kao prije, Tab =
|dζ|2(du)a(du)b sˇto se evaluira u
Tab = q
2Ω2 sin2 θ(du)a(du)b (2.50)




Zanimljivo je pogledati i plohu polja za Michelov monopol u ravnom prostoru. Eule-
rovi potencijali se lagano ocˇitaju
φ1 = q cos θ (2.52)
φ2 = ϕ− Ω(t− r). (2.53)
Za t = konst. linije polja su zadane s
θ = konst.
ϕ+ Ωr = konst. (2.54)
Primjec´ujemo da silnice polja, za odredeni θ = θ0 sada nisu viˇse pravci, nego postaju
Arhimedove spirale da bi se ocˇuvala priroda vremenskog tipa plohe polja. Ako bi
silnice polja bile pravci, postojala bi neka udaljenost na kojoj bi se rotirale brzinom
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vec´om od brzine svjetlosti.
Slucˇaj magnetosfere rotirajuc´e crne rupe je malo kompliciraniji. Prvo, metrika
postaje Kerrova, a ne Schwarzschildova kao u prethodnom slucˇaju pa racˇun mora
biti perturbacijski. Drugo, nemamo klasicˇan rub na koji mozˇemo postaviti rubni






zbog cˇega onda elektromagnetsko polje ima oblik
F = q sin θdθ ∧ (dϕ− 1
2
ΩHdu). (2.56)
2.2.3 Polje sa simetrijama
Polje s jedno simetrijom Uzevsˇi da je polje F degenerirano i da ima neku simetriju,
zanima nas sˇto mozˇemo rec´i o Eulerovim potencijalima za takvo polje. Za pocˇetak
pretpostavimo da postoji Killingovo vektorsko polje Xa tako da
£XF = 0. (2.57)
Koristec´i Cartanovu magicˇnu formulu i Faradayev zakon dF = 0 gornji uvjet se mozˇe
prepisati kao
d(iXF ) = 0 (2.58)
sˇto nadalje znacˇi da postoji neka funkcija f za koju vrijedi
iXF = df. (2.59)
Buduc´i da je F = dφ1 ∧ dφ2, gornji izraz postaje
(iXdφ1)dφ2 − (iXdφ2)dφ1 = df. (2.60)
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Eulerovi potencijali nisu jednoznacˇno odredeni. Mozˇemo koristiti bilo koje druge
potencijale za koje vrijedi F = dφ1 ∧ dφ2 = dφ˜1 ∧ dφ˜2. Drugim rijecˇima, to je uvjet
da preslikavanje (φ1, φ2) → (φ˜1, φ˜2) ima jedinicˇni Jacobijan. Koristec´i ovu slobodu,
mozˇemo izabrati φ˜1 = −f , dok drugi potencijal φ˜2 dobijemo rjesˇavanjem diferenci-
jalne jednadzˇbe koja slijedi iz Jakobijana. Nova jednadzˇba (2.60) tada postaje
(iXdφ˜1)dφ˜2 − (iXdφ˜2)dφ˜1 = −dφ˜1. (2.61)
Direktno iz ovoga zakljucˇujemo
iXdφ˜1 = 0
iXdφ˜2 = 1. (2.62)
Znacˇi, mozˇemo izabrati takve potencijale da je jedan invarijantan na Xa, dok drugi
ima konstantnu derivaciju na Xa.
Polje s dvije komutirajuc´e simetrije Uzmimo da postoje dva vektorska polja Xa i
Y a takva da vrijedi [X, Y ] = 0 i da su simetrije polja F , tj. £XF = £Y F = 0. Znamo
da vrijedi
iXF = df
iY F = dg. (2.63)
Ukoliko izracˇunamo vanjski produkt ove dvije velicˇine dobijemo
df ∧ dg = (iXF ) ∧ (iY F )
= (iY iXF )F (2.64)
gdje skalar iY iXF mora biti konstantan jer
d(iY iXF ) = £Y (iXF )− iY d(iXF ) = 0. (2.65)
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Problem kao i prije podijelimo na dva slucˇaja
iY iXF = 0
iY iXF 6= 0. (2.66)
U prvom slucˇaju, ukoliko obje velicˇine iXF i iXF iˇscˇezavaju, onda su oba Eulerova
potencijala invarijantna s obzirom na ta vektorska polja. Zato pretpostavimo da je
jedan od njih dva iXF 6= 0. Sada, opet koristec´i ono sˇto smo dobili u slucˇaju s jednom
simetrijom zakljucˇujemo da mozˇemo odabrati φ1 = −f . Buduc´i da u ovom slucˇaju
vrijedi df ∧ dg = 0, takoder zakljucˇujemo da je funkcija g = g(φ1). Tada piˇsemo
iY F = (iY dφ1)dφ2 − (iY dφ2)dφ1 = g′(φ1)dφ1. (2.67)
Ocˇitavamo
iXdφ1 = 0, iXdφ2 = 1
iY dφ1 = 0, iY dφ2 = κ(φ1) (2.68)
gdje je κφ1 = −g(φ1).
U drugom slucˇaju kada je iY iXF 6= 0, zakljucˇujemo da obje velicˇine Xa i Y a moraju
biti razlicˇite od nule zbog linearne neovisnosti Eulerovih potencijala. Tada mozˇemo
izabrati Eulerove potencijale jednostavno kao φ1 = −f i φ2 = g/λ, gdje je λ =
FabX
aY b. Tada, zbog svega prethodno navedenog, jednostavno dobijemo
iXdφ1 = 0, iXdφ2 = 1
iXdφ1 = λ, iXdφ2 = 0. (2.69)
U ovom slucˇaju ni jedna linearna kombinacija od Xa i Y a nec´e biti tangencijalna na
plohu polja.
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2.2.4 Stacionarna i osnosimetricˇna polja
U ovom slucˇaju Killingovi vektori su dani s
Xa = (∂ϕ)
a = ma
Y a = (∂t)
a = ka. (2.70)
Ukoliko se radi da je ikF = 0 i imF = 0, tada je polje samo u smjeru F ∼ dr ∧ dθ.
Za imF 6= 0 koristec´i dobivene rezultate mozˇemo pisati
φ1 = ψ(r, θ)
φ2 = ψ2(r, θ) + ϕ+ ΩF (ψ)t (2.71)
gdje smo κ preimenovali u −ΩF . Polje tada poprima oblik
F = dφ1 ∧ dφ2
= dψ ∧ dψ2 + dψ ∧ η (2.72)
gdje je η = dϕ+ ΩF (ψ)dt. Za vanjsku derivaciju ΩF se ne moramo brinuti buduc´i da
u polje ulazi kao vanjski produkt s dψ.
Zbog navedenih simetrija, prostorvrijeme mozˇemo podijeliti na dva dijela: polo-
idalni (r, θ) dio i toroidalni (t, ϕ) dio. Iako je toroidalni dio inacˇe samo ϕ dio, ovdje je
prirodno ukljucˇiti i vrijeme t. Ovo je posebno korisno jer u Kerrovoj metrici, koristec´i
Boyer-Lindquistove koordinate, ne postoji matricˇni elementi koji mijesˇaju ova dva
dijela tj. metrika je blok dijagonalna s obzirom na poloidalni i toroidalni dio. Zbog
tih svojstava mozˇemo pisati relacije
 = T ∧ P
∗T = −P








gPdr ∧ dθ. (2.74)
Sada pretpostavimo da imamo vanjski produkt dvije forme ωP ∧ ωT . Dualna forma
se, zbog ortogonalnosti sada jednostavno nade. Uvodimo operator ? koji oznacˇava
dual na pripadnom potprostoru
∗(ωP ∧ ωT ) = −(?ωP ) ∧ (?ωT )
(2.75)
Vratimo se na jednadzˇbu (2.72) u kojoj uocˇavamo da su forme koje se nalaze u vanj-
skom produktu cˇisto polodijalne ili torodijalne. Prvi cˇlan je poloidalan zato imamo
∗F = I
2pi
dt ∧ dϕ− (?dψ2) ∧ (?η) (2.76)
gdje je I = I(ψ) funkcija koju c´emo kasnije odrediti. Sada je samo znamo kao
∗(dψ ∧ dψ2) = I
2pi
dt ∧ dϕ. (2.77)






P + dψ ∧ η. (2.78)
Funkcija toka i polarna struja Za velicˇinu I mozˇe se pokazati da ima vrlo zanim-
ljivu interpretaciju. Ukoliko pokusˇamo izracˇunati tok kroz kuglinu kapu definiranu
ishodiˇstem koordinatnog sustava kao srediˇstem kugle, osi z kao osi simetrije kugline
















gdje smo u zadnjoj liniji iskoristili Stokesov teorem. No, ψ je funkcija samo r i θ.
Dakle, ne ovise o varijabli integracije te funkcija mozˇe izac´i ispred integrala. Za φ2
vidimo da jedini doprinos da je ϕ stoga imamo
∫
S
F = 2piψ. (2.80)
Zbog prethodno navedenog, funkciju ψ nazivamo funkcijom magnetskog toka.
Nakon toga pokusˇamo izracˇunati struju koja je protekla kroz istu povrsˇinu. Struja
je, kao 3-forma, dana s J = d ∗F . Buduc´i da c´e integral ove velicˇine po 3-plohi
(volumenu) S×∆t biti naboj, ponovno koristec´i Stokesov teorem mozˇemo integrirati











Posˇto se integrali po pocˇetnoj i zavrsˇnoj kopiji kruzˇne kape S poniˇstavaju, ostaje samo∫
J =
∫
C×∆t. ∗F ocˇitamo iz (2.77) i buduc´i da su ovisni samo o r i θ, samo prvi dio
jednadzˇbe sudjeluje u integraciji stoga imamo
∫
S×∆t








Sada je ocˇita interpretacija velicˇine I. To je polarna struja. Nazivamo je polarna,
a ne poloidalna jer smo to ime sacˇuvali za lokalnu gustoc´u struje vec´ definiranom
poloidalnom smjeru.
Tok energije i angularnog momenta Ako imamo Killingovo vektorsko polje ξa,
onda postoji pridruzˇena Noetherina struja Jξ. Za elektromagnetsko polje ona glasi




Ovo je dual od −T aξb i struja je ocˇuvana samo kada FabJ bξa = 0 tj. kada kompo-
nente 4-sile iˇscˇezavaju u ξ smjeru. Takoder, drugi cˇlan iˇscˇezava ukoliko polje F dijeli
simetriju ξ s prostorvremenom. Za prvi cˇlan imamo
iξF = iξ(dφ1 ∧ dφ2)
= (iξdφ1)dφ2 − (iξdφ2)dφ1. (2.85)
Za stacionarna, osnosimetricˇna polja, prvi cˇlan iˇscˇezava, a iz drugog ostaje samo
dφ1 = dψ. Za kutno Killingovo polje ma faktor ispred drugog cˇlana je ΩF (ψ), a za
vremensko ka faktor je 1. Stoga dijelimo Noetherinu struju na struju angularnog
momenta i struju energije kao
JL = −dψ ∧ ∗F − 1
4
F 2im (2.86)
JE = −ΩF (ψ)dψ ∧ ∗F + 1
4
F 2ik. (2.87)
Do sada nismo koristili besilne uvjete, govorili smo opc´enito o degeneriranim poljima.
Buduc´i da je φ1 = ψ, uvjet izgleda kao dψ ∧ d∗F = 0. Koristec´i jednadzˇbu (2.76)
imamo




dψ ∧ dI ∧ dϕ ∧ dt− dψ ∧ d(?dψ ∧ ?η). (2.88)
Kad se primjeni vanjska derivacija, drugi cˇlan iˇscˇezava zato jer sadrzˇi 3 1-forme u
poloidalnom prostoru koji je dvodimenzionalan. Iz toga slijedi
dψ ∧ dI = 0 (2.89)
sˇto implicira da je I = I(ψ). Stoga je za stacionalno osnosimetricˇna polja polarna
struja kao i kutna brzina silnica polja ΩF funkcija samo ψ. Fizikalna interpretacija je
da poloidalna struja tecˇe uz poloidalne magnetske linije tako da Lorentzova sila uz
ma iˇscˇezava. Struje angularnog momenta i energije obje sadrzˇe faktor dψ sˇto znacˇi
da iˇscˇezavaju na plohama konstantnog ψ. Da bi smo izracˇunali tok, pretpostavimo
da imamo krivulju P u poloidalnom prostoru, drugim rijecˇima, krivulju tijekom koje
je dψ = 0. Rotiranjem oko osi i propagiranjem u vremenu mozˇemo generirati plohu
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S = P×S1×∆t. Ukupni angularni moment i energija dobiju se integracijom pripadne
struje preko S. Drugi cˇlanovi u izrazima ne doprinose jer njihovo povlacˇenje na plohu











ΩF (ψ)dψ ∧ ∗F . (2.91)
Buduc´i da je dψ poloidalna forma, integral iˇscˇezava u smjerovima ϕ i t. Tok angular-














Ovo rjesˇenje nam zapravo govori da su energija i angularni moment ocˇuvani duzˇ
poloidalne krivulje buduc´i da gornji integrali iˇscˇezavaju u tom smjeru. Zbog toga se
kazˇe da pripadne struje teku niz poloidalne linije polja.
Jednadzˇba toka Sada c´emo iskoristiti drugu besilnu jednadzˇbu da bi smo izveli je-
dandzˇbu toka koja se naziva Grad-Shafranova jednadzˇba ili trans-field jednadzˇba, a
u ravnom prostorvremenu i jednadzˇba pulsara. To je nelinearna parcijalna diferenci-
jalna jednadzˇba u funkciji ψ.
Drugi besilni uvjet glasi
0 = dφ2 ∧ d ∗F





















− d(|η|2∗dψ) + Ω′F |dψ|2〈dt, η〉. (2.94)
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U drugoj liniji smo koristili jednadzˇbe (2.71) i (2.76). Od sˇest cˇlanova samo dva
prezˇive u drugoj liniji, dva iˇscˇeznu zato sˇto u sebi sadrzˇe tri poloidalne 1-forme,
jedna iˇscˇezne zato sˇto ima tri toroidalne 1-forme i jedna iˇscˇezne zato sˇto u sebi ima
dvije iste forme. U iduc´oj liniji koristimo dual iz (2.77), zajedno s (2.73) i (2.74).
Ostala dva cˇlana dodu od parcijalne integracije. U poslijednjoj liniji koristimo (2.73)
i (2.75) kao jednakost α ∧ ∗β = 〈α, β〉 uz definiciju produkta




Konacˇno, buduc´i da d∗ω = ∇aωa, jednadzˇbu mozˇemo napisati kao




U ovom obliku jednadzˇba toka funkcionira za bilo koju metriku koja se mozˇe napi-
sati u blok dijagonalnom obliku. Jednadzˇbe toka za funkciju toka ψ imaju zanimljivo
svojstvo da sadrzˇe i funkcije ΩF (ψ) i I(ψ) koje takoder moraju biti nekako odredene.
Ukoliko su takve funkcije odredene, jednadzˇba toka postaje kvazilinearna za ψ.
Za |η|2 6= 0 jednadzˇba je drugog reda, s elipticˇkim glavnim dijelom. Stoga, u tom
slucˇaju ocˇekujemo jedinstveno rjesˇenje. U slucˇaju da je η svjetlosni vektor, jednadzˇba
toka je tada prvog reda.
Za analiticˇka rjesˇenja moramo ogranicˇiti ovisnost ψ na jednodimenzionalni pot-
prostor polodijalnog prostora. Tada jednadzˇba toka postaje obicˇna diferencijalna
jednadzˇba. Ukoliko ΩF proglasimo konstantom, rubni uvjet za ψ mozˇe odrediti I(ψ).
Konacˇno, stacionarna osnosimetricˇna rjesˇenja mogu se odrediti numericˇki tako da
krenemo od vremenski ovisnih, ne besilnih pocˇetnih uvjeta uz to da rucˇno micˇemo
elektricˇna polja koja se mogu pojaviti.
Formalizam besilnog elektromagnetizma nam je omoguc´io da relativno jednos-
tavno izvedemo ovu jednadzˇbu.
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3 Opc´enita svojstva
3.1 Elektricˇni i magnetski potencijali
Elektricˇni i magnetski potencijali su koncepti koji se relativno lako prosˇiruju iz ravnog
prostorvremena na zakrivljeno. Jednako se definiraju
E = −dΦ (3.1)
B = −dΨ (3.2)
i vrijede jednaka ogranicˇenja u vidu da skalarni magnetski potencijal postoji samo
tamo gdje nema elektricˇnih struja. Zanimljivo svojstvo potencijala, koje nema svoju
analogiju u ravnom prostorvremenu, je da u stacionarnom i osnosimetricˇnom pros-
torvremenu Killingovi horizonti (razapeti s χa = ka + ΩHma) cˇine ekvipotencijalne
plohe. U literaturi postoji mnogo dokaza te cˇinjenice, ali mi c´emo se koncentrirati na
onaj [6] koji koristi relativno najmanje dodatnih ogranicˇenja. Definiramo 2-formu
ρ = k ∧m (3.3)
i onda napiˇsemo jedini uvjet koji je potreban za dokaz – uvjet cirkularnosti
ρ ∧ j = 0. (3.4)
Ovo znacˇi da komponente struje koje mogu biti razlicˇite od nule moraju biti tangenci-
jalne na Killingove vektore. Ukoliko imamo cirkularnost struje, Carter [7] je pokazao
da vrijedi
imikF = 0
imik∗F = 0. (3.5)
Drugi uvjet je ekvivalentan elektromagnetskoj cirkularnosti
ρ ∧ F = 0. (3.6)
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Uvodenjem pokrata −V = 〈k, k〉, N = 〈k, k〉, W = 〈k,m〉, mozˇemo pisati
〈k, χ〉 = −V + ΩHW
〈k, χ〉 = W + ΩHN. (3.7)










Lako se mogu pokazati i sljedec´e relacije
ikρ = ik(k ∧m) = −V m−Wk H= −Wχ
imρ = im(k ∧m) = Wm−Nk H= −Nχ
ik∗ρ = ik∗(k ∧m) = 0




Koristec´i gornje relacije racˇunamo
imik(ρ ∧ F ) = im (ikρ ∧ F − ρ ∧ ikF )
H
= im (−Wχ ∧ F − ρ ∧ ikF )
H
= −W (imχ ∧ F − χ ∧ imF )− imρ ∧ ikF + ρ ∧ imikF
H
= Wχ ∧ imF − imρ ∧ ikF
H
= Wχ ∧ imF +Nχ ∧ ikF. (3.11)
Koristec´i definiciju elektricˇnog i magnetskog polja iz (1.15) s obzirom na χ, piˇsemo









= Nχ ∧ E. (3.12)
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Slicˇno, racˇunamo i
imik(ρ ∧ ∗F ) H= im (−Wχ ∧ ∗F − ρ ∧ ik∗F )
H
= Wχ ∧ im∗F +Nχ ∧ ik∗F
H
= −Nχ ∧B. (3.13)
Takoder,
imik(∗ρ ∧ F ) = im (ik∗ρ ∧ F + ∗ρ ∧ ikF )
H
= im(∗ρ ∧ ikF )
H
= im∗ρ ∧ ikF + ∗ρ ∧ imikF
H
= 0. (3.14)
Koriˇstenjem gornja tri izraza, Poincare´ove leme koja nam osigurava postojanje po-
tencijala i relacije [8]
∗ρ ∧ F = ρ ∧ ∗F (3.15)
piˇsemo
−Nχ ∧ E = Nχ ∧ dΦ = 0
−Nχ ∧B = Nχ ∧ dΨ = 0. (3.16)
Iz ove dvije jednadzˇbe slijedi da su dΦ i dΨ ili nula ili proporcionalni χ, osim u
tocˇkama gdje os rotacije presjeca horizont. Stoga, za bilo koji tangentni vektor ta
horizontu H vrijedi itdΦ
H
= 0 i itdΨ
H
= 0 tako da su Φ i Ψ konstantni. Buduc´i da je Fab




Gibbsov-Duhemova relacija je poznata termodinamicˇka relacija koja povezuje unu-
tarnju energiju i produkte svih parova konjugiranih intezivnih i ekstenzivnih varijabli
U − TS + pV − µN = 0. (3.17)
Pocˇetkom 1970-ih godina, u vrijeme kada su Bekenstein i Hawking dosˇli do formule
za entropiju crne rupe, Smarr je primjetio da analogna relacija Gibbs-Duhemovoj vri-
jedi i za Kerr-Newmanovu crnu rupu [9] koja je u skladu s Bekensteinovim i Hawkin-
govim rezultatima. Relacija glasi
M = 2THS + 2ΩHJ + ΦHQH (3.18)
gdje su TH = κ/2pi temperatura crne rupe, S = A/4 entropija, ΩH kutna brzina
horizonta, J kutna kolicˇina gibanja, ΦH elektrostatski potencijal na horizontu i QH
njegov naboj.
Dokaza ove relacije ima viˇse, no jedan od najjednostavnijih je ”geometrijski” pristup.
Masa i angularni moment na horizontu opisani su vec´ spomenutim Komarovim
relacijama










gdje je H Killingov horizont generiran svjetlosnim Killingovim vektorskim poljem
χa = ka + ΩHm
a, a Σ hiperploha prostornog tipa. Koristec´i svojstva Killingovih
vektora i vanjske derivacije, gornja dva identiteta mozˇemo zapisati kao











Ukoliko uzmemo standardnu Einsteinovu jednadzˇbu
Rab − 1
2
Rgab = 8piTab (3.23)








Namjesˇtamo linearnu kombinaciju jednadzˇbi (3.21) i (3.22) da dobijemo tocˇno χa u
kontrakciji s Riccijevim tenzorom
















Ovo nam je korisno jer znamo da trag elektromagnetskog tenzora iˇscˇezava. Takoder,
elektromagnetski tenzor se mozˇe zapisati u iduc´em obliku
8piTab = FacF
c
b + ∗F ac∗F cb . (3.26)
Ako definiramo elektricˇna i magnetska polja s obzirom na χa na nacˇin pokazan u
Uvodu, kontrakciju tenzora energije i impulsa s χa mozˇemo napisati kao
8piT (χ) = iEF − iB∗F (3.27)
ili
−8pi ∗T (χ) = E ∧ ∗F +B ∧ F. (3.28)
Uvodenjem skalarnih potencijala E = −dΦ i B = −dΨ i koriˇstenjem prve Maxwel-
love jednadzˇbe imamo
8pi ∗T (χ) = d(Φ ∗F + ΨF ). (3.29)
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(Φ ∗F + ΨF )
= ΦHQH + ΨHPH (3.30)
gdje smo koristili pretpostavku da potencijali u beskonacˇnosti iˇscˇezavaju i da su kons-
tantni na horizontu, kako je pokazano u prethodnom poglavlju.
S druge strane, mozˇemo pokazati josˇ jednu relaciju koristec´i postupak iz poglavlja
7 iz [10]. Ukoliko integriramo (3.21) samo na horizontu imamo





i izrazimo k pomoc´u χ dobijemo





gdje je u drugom cˇlanu iskoriˇstena Komarova definicija kutne kolicˇine gibanja. Buduc´i







gdje je nχ josˇ jedan svjetlosni vektor okomit Killingov horizont i normiran tako da




















gdje je u drugoj liniji iskoriˇstena cˇinjenica da vanjska derivacija i kontrakcija s vek-
torom komutiraju na Killingovim vektorima te je definirana norma N = 〈χ, χ〉. U
cˇetvrtoj i petoj liniji je iskoriˇstena cˇinjenica da je izraz 〈nχ, dN〉 konstantan na ho-
rizontu i da je proporcionalan povrsˇinskoj gravitaciji koja se definira kao sila kojom
opazˇacˇ u beskonacˇnosti mora djelovati na tijelo jedinicˇne mase na horizontu da ono




+ 2ΩHJH . (3.35)




+ 2ΩHJ + ΦHQH + ΨHPH . (3.36)
3.3 Nasljedivanje simetrije
Ako prostorvrijeme posjeduje simetriju, tada postoji (Killingovo) vektorsko polje ξ za
koje vrijedi jednadzˇba
£ξgab = 0. (3.37)
Ovo povlacˇi da su Liejeve derivacije geometrijskih velicˇina kao sˇto su Riemannov
tenzor, Riccijev tenzor i Riccijev skalar nula. S druge strane, ako za neko polje Wa...b
nuzˇno vrijedi
£ξWa...b = 0 (3.38)
kazˇemo da polje nasljeduje simetriju prostorvremena.
Zbog Einsteinove jednadzˇbe, simetriju prostorvremena mozˇemo pisati kao sime-
triju tenzora energije i impulsa
£ξTab = 0. (3.39)
Elektromagnetsko polje u standardnom, cˇetverodimenzionalnom ne nasljeduje sime-
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triju [11,12], nego postoji iduc´e ponasˇanje
£ξFab = f∗F ab (3.40)
gdje je f neka funkcija ako je polje svjetlosnog tipa (FabF ab = 0), a konstanta ako
nije. Ovo je dosta koristan rezultat, no ne pokazuje potpuno nasljedivanje simetrije,
vec´ samo neka ogranicˇenja na polja. U tri dimenzije pokazˇe se [13] da je simetrija
potpuno nasljedena tj.
£ξFab = 0. (3.41)
3.4 Meissnerov efekt3
Meissnerov efekt, istiskivanje magnetskog polja na niskim temperaturama, otkrili su
W. Meissner i R. Ochsenfeld 1933. Jednadzˇba koja opisuje magnetsko polje unutar
supravodicˇa je druga Londonova jednadzˇba koja nakon primjene Ampe`rovog zakona
glasi









µ0 permeabilnost vakuuma, a m∗, e∗ i n su redom efektivna masa nosilaca naboja,
naboj i njihova koncentracija. Efektivni naboj i masa su, u ovom slucˇaju, dvostruko
vec´e velicˇine od onih za elektron zbog formiranja Cooperovih parova.
Kao i u brojnim drugim situacijama u fizici, javlja se iznenadujuc´e analogno






3Ovo poglavlje se sastoji od materijala mog seminara iz kolegija Napredni seminar iz istrazˇivanja
u fizici naslova Meissnerov efekt crnih rupa
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gdje je κ povrsˇinska gravitacija. Ona je vec´a za manje crne rupe i crne rupe s ma-
njim kutnim kolicˇinama gibanja. Temperatura je nula za maksimalnu kutnu kolicˇinu
gibnja dopusˇtenu kozmicˇkim principom cenzure sˇto je upravo kolicˇina gibanja eks-
tremalne crne rupe. Ovakvo ponasˇanje je analogno s ponasˇanjem supravodicˇa tipa 2
u magnetskom polju u mijesˇanom stanju s Tc1 = 0.
3.4.1 Pregled Meissnerovog efekta
Ono sˇto danas znamo pod Meissnerovim efektom crnih rupa je cˇinjenica da eks-
tremalne crne rupe iz sebe izbacuju vanjsko osnosimetricˇno stacionarno magnetsko
polje koje je poravnato s osi simetrije same crne rupe.
Meissnerov efekt dijelimo u dvije grupe: jaki i slabi. Slabi Meissnerov efekt je
onaj s testnim poljima, dok je jaki onaj u kojem ne zanemarujemo utjecaj energije
polja na prostorvrijeme. Jakom efektu je posvec´en znatno manji dio literature.
Izbacivanje polja Da crne rupe izbacuju vanjsko magnetsko polje, prvi su poka-
zali King, Lasota i Kundt [14] u Kerrovom prostorvremenu nad Waldovim rjesˇenjem








gdje je r+ polozˇaj horizonta dogadaja, a a = J/M . U Kerrovom prostorvremenu za
ekstremalnu vrijedi r+ = a = M sˇto znacˇi da polje ne prodire u crnu rupu.
Nastavak istrazˇivanja dalje od asimptotski homogenog polja pokrenuli su Bicˇa´k i
Dvorˇa´k koji su promatrali efekt u Reissner-Nordstro¨movom prostorvremenu [15]. Re-
pliciraju efekt koji je dobiven u Kerrovom prostorvremenu i dobivaju malo opc´enitije
rjesˇenje u kojem polje viˇse nije homogeno, nego je generirano strujnim petljama u
ekvatorijalnoj ravnini i na osi simetrije crne rupe. Svoj racˇun rade perturbacijski sˇto
je cijena koju su platili za poopc´enje rjesˇenja.
Cˇinjenicu da je uskladenost simetrije prostorvremena i simetrije elektromagnet-
skog polja nuzˇnu za ostvarivanje Meissnerovog efekta pokazali su Bicˇa´k i Janiˇs. U
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Slika 3.1: Strujna petlja u ekvatorijalnoj ravnini i na osi, preuzeto iz [15]
istom cˇlanku [16] su pokazali i da postoji gornja granica na tok magnetskog polja
kroz horizont crne rupe u magnetski dominiranom svemiru.
Potencijalni problem s Meissnerovim efektom se javlja u astrofizicˇkim primjenama.
Naime, za mehanizam za koji se vjeruje da je zasluzˇan za stvaranje astrofizicˇkih mla-
zova, Blanford-Znajekov mehanizam, nuzˇno je postojanje magnetskog polja na hori-
zontu sˇto je tocˇno ono sˇto Meissnerove efekt potiska. Meissnerov efekt nije izrazˇen
za slabo rotirajuc´e crne rupe, no novija astrofizicˇka mjerenja su pokazala da postoje
crne rupe koje su jako rotirajuc´e i koje izbacuju astrofizicˇke mlazove. U pokusˇaju
da to objasni Penna [17] daje zanimljive argumente za Meissnerov efekt i kako ga
je mozˇda moguc´e izbjec´i. Prvo, vazˇno je primjetiti da je za svaku ekstremalnu staci-






i zbog toga Penna daje jednostavan geometrijski argument. Na slici (3.2) vi-
dimo ucrtan valjak cˇija je gornja baza u ekvatorijalnoj ravnini crne rupe. Zbog toga,
povrsˇina gornje baze divergira, a s povrsˇinom donje se ne dogada niˇsta neuobicˇajeno
stoga ona ostaje konacˇna. Da bi Maxwellova jednadzˇba ~∇ · ~B = 0 bila zadovoljena,
magnetsko polje mora iˇscˇeznuti na horizontu. Penna nudi i nacˇin kako izbjec´i Meiss-
nerov efekt, a to je nabijanje crne rupe nabojem podijeljenog monopola. To je objekt
koji je slicˇan obicˇnom monopolu, samo mu naboj mijenja predznak na drugoj strani
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Slika 3.2: Meissnerov efekt za Waldovo rjesˇenje i Pennov valjak, preuzeto iz [17]
ekvatorijalne ravnine. U druge moguc´nosti izbjegavanja Meissnerovog efekta spada
i promatranje polja koja nisu osnosimetricˇna i polja koja nisu stacionarna.
Gralla, Lupsasca i Strominger [19] promatraju limes u blizini horizonta ekstre-
malno rotirajuc´e Kerrove crne rupe te na temelju simetrija takvog prostorvremena za-
kljucˇuju oblik elektromagnetskog tenzora koji povucˇen na horizont crne rupe iˇscˇezava.
To je rezultat koji je analogan onome iz [16], ali je dobiven bez eksplicitnog rjesˇavanja
vakuumskih Maxwellovih jednadzˇbi u Kerrovom prostorvremenu.
Jaki rezˇim Meissnerov efekt u jakom rezˇimu, kao sˇto je vec´ napomenuto, je slabo
proucˇavan te postoji tek nekoliko cˇlanaka na tu temu. Karas i Bud´ınova´ prvi proma-
traju tok magnetskog polja preko horizonta crne rupe [20] u magnetiziranoj Kerr-
Newmanovoj metrici te pokazuju stupanj smanjenja toka kroz horizont, uz posebne
uvjete. Nedavno je dokazano [21], koristec´i puni formalizam opc´e relativnosti, da
crne rupe izbacuju rotirajuc´e magnetsko polje cˇak i kada su deformirane okolnom
materijom, tj. akrecijskim diskovima.
3.4.2 Otvoreni problemi
Opc´enitost rjesˇenja Opc´enitost ili univerzalnost rjesˇenja je obicˇno ono prvo sˇto se
u svakom fizikalnom modelu ili teoriji nastoji postic´i. Za primjetiti je kako je kroz
cˇitav povijesni diskurs izlozˇen u cˇlancima o Meissnerovom efektu nekoliko stvari za-
jednicˇko. Prvi put kad se primijetilo izbacivanje polja bilo je to nad Waldovim, veoma
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specificˇnim rjesˇenjem s homogenim magnetskim poljem. U prvih par cˇlanaka nakon
toga dosˇlo se do najvec´e slobode u simetrijama za koje se vjeruje da je moguc´ Me-
issnerov efekt. Radi se, kako je vec´ napomenuto, o stacionarnosti (dakle, slabijim
zahtjevom od staticˇnosti) i osnoj simetriji. Na tome se gradila teorija i sva iduc´a
rjesˇenja se temelje na tim zahtjevima. Iako se u dosadasˇnjem znanstvenom radu o
tom efektu pretpostavljaju samo te dvije stvari, svi autori se, prije ili kasnije, pozivaju
na neku konkretnu geometriju prostorvremena koja u sebi ima pojam ekstremalnosti
dobro definiran. Pitanje je mozˇe li se zaista za opc´enito prostorvrijeme pokazati da
se Meissnerov efekt dogada.
Pitanje ostaje kako uvjet ekstremalnosti uklopiti u cˇitavu sliku i koji pristup isko-
ristiti. Killingovi vektori su jako korisni objekti iz kojih se mogu relativno lako izvuc´i
ogranicˇenja na polje jer oni su na prilicˇno jasan nacˇin definirani bez reference na
neko konkretno prostorvrijeme, dok s ekstremalnosti nije takav slucˇaj. Dobar pristup
prema tome ima Penna koristec´i cˇinjenicu da ”vrat” crne rupe za ekstremalne rupe ide
u beskonacˇno (3.46). Drugacˇiji pristup mozˇe biti koriˇstenje cˇinjenice da povrsˇinska
gravitacija, odnosno temperatura ide u nulu kod ekstremalnih crnih rupa. Konkretan
pristup bi trebao biti predmet buduc´eg istrazˇivanja.
Utjecaj kozmolosˇke konstante na efekt Do sada ne postoji sustavna analiza Me-
issnerovog efekta uz prisustvo kozmolosˇke konstante. Kozmolosˇka konstanta pred-
stavlja energetsku gustoc´u vakuuma koja bi bila odgovorna za metricˇku ekspanziju
prostorvremena (u Einsteinovoj jednadzˇbi mnozˇi metricˇki tenzor). Buduc´i da je ne-
dvojbeno utvrdeno, a za sˇto je i dobivena Nobelova nagrada [22], da se svemir ubr-
zano sˇiri, bilo bi preciznije u sva razmatranja ukljucˇiti i neiˇscˇezavajuc´u kozmolosˇku
konstantu. Medutim, na kozmolosˇki malim udaljenostima, reda velicˇina crne rupe
ili koji red viˇse, utjecaj kozmolosˇke konstante je zanemariv i predstavlja opravdan
razlog zbog kojeg se ona mozˇe izostaviti iz razmatranja. No, zbog potpunosti, bilo
bi dobro da znamo sˇto se dogada s Meissnerovim efektom i tada. Jedan od prvih
problema koji se javlja s uvrsˇtavanjem kozmolosˇke konstante je sˇto se koncept eks-
tremalnosti crne rupe ili skroz rusˇi ili se mora redefinirati jer 1/grr element metrike
sada postaje polinom 4. reda i viˇse nemamo garanciju da bilo kakvim namjesˇtanjem
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naboja ili angularnog momenta mozˇemo dobiti da se dvije nultocˇke, koje su prije
oznacˇavale unutarnji ili Cauchyjev horizont i horizont dogadaja, degeneriraju u istu
vrijednost. Zbog toga sˇto sada imamo polinom 4. reda, javljaju se dodatne nultocˇke.
Nultocˇka koja je vec´a od nule i ima vec´u vrijednost od one koja oznacˇava horizont
dogadaja, naziva se kozmolosˇki horizont. To je ploha koja se nalazi na najvec´oj
moguc´oj udaljenost od ishodiˇsta koordinatnog sustava s koje se mozˇe poslati infor-
macija u konacˇnom vremenu u ishodiˇste. Kozmolosˇki horizont nam je bitan zbog
toga sˇto globalne simetrije, koje smo prije imali, viˇse nisu globalne, nego lokalne i
vrijede u podrucˇju do kozmolosˇkog horizonta.
4 Nelinearna elektrodinamika crnih rupa
Jedan od nacˇina fizikalnog istrazˇivanja je na temelju postojec´ih, provjerenih fizikal-
nih modela i teorija smiˇsljati nove prosˇirivanjem starih da bi se objasnila sˇira klasa
problema ili izbjegle neke losˇe strane postojec´ih modela. Na primjer, Einsteinove gra-








gdje je R Riccijev skalar. Iz ovog formalizma postoji prirodan nacˇin za generaliziranje
teorije. Lagranzˇijanu (preciznije njegovoj gustoc´i), dopusˇta se njegova kompliciranija







i onda se generalizirane opc´e teorije relativnosti cˇesto zovu f(R) teorije.
Ovo poglavlje diplomskog rada c´e se baviti prosˇirenjima Maxwellove teorije. Akcija









U nastavku se koncentriramo samo na vakuumske ja = 0 teorije. Uvodenjem dvije
pokrate za obje elektromagnetske skalarne4 invarijante
F = FabF ab i G = Fab∗F ab (4.4)
piˇsemo najopc´enitiji lagranzˇijan kao njihovu funkciju jer u lagranzˇijan mogu ulaziti
samo invarijante buduc´i da i on sam mora biti invarijantan
L = L (F ,G)∗1. (4.5)
Uvodenjem pokrata za derivacije lagranzˇijana
LF =
∂L
∂F i LG =
∂L
∂G (4.6)
izvodimo tenzor energije i impulsa te generalizirane Maxwellove jednadzˇbe. Tenzor






















Zbog preglednosti, svaki od ovih cˇlanova gledamo posebno.
δ
δgab







δF = δ(FabF ab) = δ(gacgbdFabFcd)
= δ(gac)gbdFabFcd + g
acδ(gbd)FabFcd + g
acgbdδ(FabFcd). (4.10)
4Dvije skalarne invarijante postoje samo u 4 dimenzije!
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U prvom cˇlanu mijenjamo slijepe indekse c↔ b, a u drugom d↔ a te imamo
















Drugi slucˇaj je jako slicˇan
δG = δ(Fab∗F ab) = δ(gacgbdFab∗F cd)
= δ(gac)gbdFab∗F cd + gacδ(gbd)Fab∗F cd + gacgbdδ(Fab∗F cd)
= 2Fac∗F cb δgab + gacgbdδ(Fab∗F cd) (4.13)
i u konacˇnici imamo
δG
δgab
= 2Fac∗F cb . (4.14)
Iako izgleda da bi zadnji cˇlan mogao biti ovisan o δgab zbog dualnog tenzora, mozˇe se
pokazati (kroz relativno lako razumljiv, ali naporan racˇun) da to nije slucˇaj. Preostali





























Vrac´anjem u definiciju tenzora energije i impulsa imamo
Tab = LFFacF
c










isti mozˇemo napisati kao
Tab = − 1
4pi
((LGG −L )gab + 4LFFacF cb ) . (4.19)
Buduc´i da je F egzaktna forma F = dA, jedna generalizirana Maxwellova jednadzˇba
je odmah zadovoljena.
dF = 0. (4.20)


































((Ab,a − Aa,b)(Ad,c − Ac,d)gacgbd
√−g). (4.22)
Mnozˇenjem svakog cˇlana sa svakim i variranjem dobivamo
δ(F√−g) = LF(∂aδAb∂cAd + ∂aAb∂cδAd + ∂bδAa∂dAc + ∂bAa∂dδAc
− ∂bδAa∂cAd − ∂bAa∂cδAd − ∂aδAb∂dAc − ∂aAb∂dδAc)gacgbd
√−g (4.23)
LF








Prvi cˇlan iˇscˇezava jer nakon integracije mozˇemo upotrijebiti Gaussov teorem i inte-



































√−g∇b(LFFab +LG∗F ab) = 0 (4.28)
sˇto se mozˇe napisati i kao
d∗(LFFab +LG∗F ab) = 0 (4.29)
zbog cˇega definiramo novi (antisimetricˇni) tenzor
Zab = −4 (LFFab +LG∗F ab) . (4.30)
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Tada generalizirane (vakuumske) Maxwellove jednadzˇbe glase
dF = 0
d∗Z = 0. (4.31)
Zbog ovako definiranih Maxwellovih jednadzˇbi redefiniramo magnetski potencijal
i uvodimo dva nova polja, slicˇno kao u slucˇaju elektromagnetskog polja u nekom
materijalu, te imamo dva stara polja
E = −iχF = −dΦ
B = iχ∗F (4.32)
i dva nova polja
D = −iχZ
H = iχ∗Z = −dΨ. (4.33)
Potencijali Φ i Ψ su konstantni na horizontu basˇ kao i u Maxwellovom slucˇaju. Da bi
reproducirali dokaz iz trec´eg poglavlja dovoljno je samo zamijeniti polje B poljem H
i pokazati da je ∗Z(k,m) = 0. Koristimo relaciju
iX£Y − iY£X = iXiY d− diXiY + i[X,Y ] (4.34)
Uvrsˇtavanjem k i m u X i Y te djelovanjem cˇitave jednadzˇbe na ∗Z dobivamo
ik£m∗Z − im£k∗Z = ikimd∗Z − dikim∗Z + i[k,m]∗Z. (4.35)
Oba cˇlana s lijeve strane otpadaju jer polje ima nasljedenu simetriju. Prvi cˇlan s desne
strane otpada po drugoj generaliziranoj Maxwellovoj jednadzˇbi, a trec´i cˇlan otpada
jer Killingova polja komutiraju. Dakle, imamo
dikim∗Z = d∗Z(k,m) = 0 (4.36)
sˇto nam govori da je ∗Z(k,m) konstantan. No, Killingov vektor ma na osi simetrije
je nula pa onda i cˇitav izraz mora biti nula (na osi simetrije). Buduc´i da je izraz
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konstantan, nula je svugdje.
∗Z(k,m) = 0 (4.37)
Pokazavsˇi ovo, mozˇemo replicirati stari dokaz i dobiti slicˇan rezultat – Φ i Ψ su kons-
tantni na horizontu.
4.1 Smarrova relacija
Izvod Smarrove relacije u nelinearnom slucˇaju temelji se u velikom dijelu na onome
u linearnom slucˇaju. Pratimo isti postupak i pazimo na detalje. Kao sˇto je prethodno
napisano, tenzor energije i impulsa glasi
Tab = − 1
4pi
((LGG −L )gab + 4LFFacF cb ) . (4.38)




(L −LGG −LFF) . (4.39)
Zadnji faktor u tenzoru energije i impulsa mozˇemo izraziti
4LFFacF cb = (L −LGG)gab − 4piTab. (4.40)
Koristec´i to i jednakost
FacF
c




mozˇemo pokazati da uz analognu formu kao i u linearnom slucˇaju
∗(E ∧ ∗Z +H ∧ F ) = −iEZ + iH∗F (4.42)
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imamo
∗(E ∧ ∗Z +H ∧ F )a = 4LF(FacF cb + ∗F ac∗F cb )χb
= 8LFFacF cb χ
b − 2LFFχa
= 2(L −LGG −LFF)χa − 8piT (χ)a . (4.43)
Stoga, evaluacija izraza pod integralom iz 3.25 glasi
8pi
(




= −2(L −LGG −LFF)χa − ∗(E ∧ ∗Z +H ∧ F )a (4.44)
sˇto nam na kraju daje staru Smarrovu relaciju





+ 2ΩHJ + ΦHQH + ΨHPH + ∆ (4.46)






(L −LGG −LFF) ∗χ. (4.47)
4.2 Nasljedivanje simetrije
Nedavno su pronadena [24] prva ogranicˇenja za nasljedivanje simetrije kod nelinear-
nog vezanja elektromagnetska polja. Prvo primjetimo da se tenzor energije i impulsa
mozˇe napisati kao




Uzimanjem Liejeve derivacije s obzirom na Killingovo polje koje generira simetriju
prostorvremena jednostavno dobivamo



















replicira rezultat 3.40 za tenzor F˜ab jer problem postaje matematicˇki identicˇan
£ξF˜ab = f∗F˜ ab. (4.51)
sˇto implicira da za tenzor Fab vrijedi relacija
£ξFab = α∗F ab + βFab (4.52)
gdje je
β = − 1
2LF
£ξLF . (4.53)
Ukoliko se ogranicˇimo samo na vezanja kada jeL = L (F), tenzor energije i impulsa




(L gab − 4LFFacF cb ) . (4.54)
Koriˇstenjem simetrije prostorvremena £ξTab = 0 dobijemo jednadzˇbu
0 = (4FLFF − (D − 4)LF)£ξF
≡ K(F)£ξF . (4.55)
U podrucˇjima gdje funkcija K(F) iˇscˇezava ne mozˇemo dobiti nikakvu korisnu infor-
maciju. To se dogada u slucˇajevima kada je lagranzˇijan oblika L = AFD/4 + B. U
ostalim slucˇajevima vrijede relacije
£ξL = LF£ξF = 0 (4.56)
i





b ) = 0 (4.58)




U ovom diplomskom radu prosˇli smo kroz najbitnija svojstva elektromagnetskog po-
lja u kontekstu opc´e teorije relativnosti. Na pocˇetku smo vidjeli kako se elektromag-
netsko polje ponasˇa na fiksnoj prostorvremenskoj pozadini kroz Wald-Papapetrou
rjesˇenje koje opisuje Kerrovu crnu rupu uronjenu u homogeno magnetsko polje.
Takoder, pokazali smo formalizam besilnog elektromagnetizma i pomoc´u njega iz-
veli jednadzˇbu toka ili Grad-Shafranovu jednadzˇbu. U iduc´em poglavlju bavili smo
se opc´enitim svojstvima elektromagnetskog polja te smo pokazali da Killingovi ho-
rizonti cˇine ekvipotencijalne plohe, izveli Smarrovu relaciju te prosˇli kroz svojstvo
nasljedivanja simetrije. Spomenuli smo i Meissnerov efekt crnih rupa, povijest nje-
gova istrazˇivanja i pokusˇaje sustavnog opisivanja. Na kraju, bavili smo se generali-
ziranom teorijom, nelinearnih elektromagnetskih polja i prezentirali neke nedavne




Dodatak A Pregled crnih rupa
U ovom dodatku prikazan je pregled vakumskih rjesˇenja Einstein-Maxwellovih jed-
nadzˇbi koja sadrzˇe crnu rupu.
A.1 Schwarzschildova crna rupa
Schwarzschildova crna rupa je najjednostavnija crna rupa koja nema naboja ni angu-










+ r2(sin2 θdϕ2 + dθ2) (A.1)
Horizont dogadaja nalazimo kada
grr →∞ (A.2)
te se lako vidi da se nalazi na r = 2M . Rjesˇenje je sfernosimetricˇno sˇto se odmah vidi
iz linijskog elementa.
A.2 Reissner-Nordstro¨mova crna rupa
Malo kompliciranije rjesˇenje je s nabijenom crnom rupom. Ono je isto sfernosime-

















+ r2(sin2 θdϕ2 + dθ2).
Iako smo dodali samo naboj, struktura je dosta bogatija. Horizont dogadaja opet
trazˇimo na isti nacˇin i dobivamo




te vidimo da se javljaju dva horizonta, vanjski i unutarnji. Vanjski nazivamo horizont
dogadaja, dok unutarnjeg nazivamo Cauchyjev horizont. Ovdje mozˇemo definirati
ekstremalnost crne rupe. Vidimo da najvec´i naboj koji crna rupa mozˇe imati, a da
horizonti ostanu realni, je kada vrijedi M = Q. Ako je Q > M ne postoje realne
nultocˇke stoga bi singulariteti ostali goli. Ovakvo rjesˇenje nije fizikalno prema sla-
bom kozmolosˇkom principu.
Takoder, za napomenuti je da se u prirodi Reissner-Nordstro¨move crne rupe go-
tovo i ne pojavljuju zbog toga sˇto se sva jako nabijena tijela brzo neutraliziraju
privlacˇenjem suprotnog naboja, a isto vrijedi i za crne rupe.
A.3 Kerrova crna rupa
Kerova crna rupa je rotirajuc´a nenabijena crna rupa. Zbog rotiranja gubimo sfernu








+ (r2 + a2) sin2 θdφ2 +
2Mr
Σ
(a sin2 θdφ− dt)2, (A.4)
gdje su: a = J/M , Σ = r2 + a2 cos2 θ i ∆ = r2 − 2Mr + a2. Na slicˇan nacˇin kao i za
prethodne dvije rupe nademo horizont dogadaja,
r = M ±
√
M2 − a2. (A.5)
No, ovakva geometrija je josˇ malo bogatija od Reissner-Nordstro¨move zbog toga sˇto
postoji posebno podrucˇje koje se naziva ergopodrucˇje ili ergosfera. U oba prethodna
slucˇaja ploha na kojoj je komponenta gtt mijenjala predznak poklapala se s horizon-
tom dogadaja, ali sada to nije slucˇaj te zbog toga podrucˇje od horizonta dogadaja do
plohe na kojoj gtt mijenja predznak nazivamo ergosfera. Ta ploha je dana relacijom
r = M ±
√
M2 − a2 cos2 θ. (A.6)
Njena posebnost je u tome sˇto je sada vektor u smjeru vremena prostornog tipa i
zbog toga tamo ne postoji staticˇni promatracˇ, nego smo onaj koji se rotira zajedno sa
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crnom rupom. Takoder, zbog tog istog svojstva, moguc´e je izvlacˇiti energiju iz crne
rupe Penroseovim procesom koji je bitan u Blanford-Znajekovom mehanizmu.
A.4 Kerr-Newmanova crna rupa
Kerr-Newmanova crna rupa je najkompliciranija i najopc´enitija od svih navedenih te










dφ− adt)2 + Σ
∆
dr2 + Σdθ2, (A.7)
gdje su slicˇno kao u Kerrovom slucˇaju: a = J/M , Σ = r2 + a2 cos2 θ i ∆ = r2− 2Mr+
a2 +Q2. Za horizonte dobivamo
r = M ±
√
M2 − a2 −Q2 (A.8)
Dodatak B Liejeve derivacije i izometrije
Neka je M glatka mnogostrukost. Za φt kazˇemo da je jednoparametarska C∞ grupa
difeomorfizama ako je za svaki t φt : R ×M → M difeomorfizam te ako za svaki
t, s ∈ R vrijedi φt ◦ φs = φt+s.
Preslikavanju φt mozˇemo pridruzˇiti nekom vektorskom polju va. Za fiksnu tocˇku
p ∈ M , φt(p) : R → M je krivulja koju nazivamo orbita i koja za t = 0 prolazi
kroz tocˇku p. Vektor(sko polje) definiramo kao tangentu ove krivulje u tocˇki t = 0.
Obratno, orbite φt mogu biti generirane vektorskim poljima va kao integralne krivulje
tih polja.
Stoga, φt mozˇemo koristiti kao funkciju povlacˇenja (”pull back”) koja ”nosi” objekt
na koji djeluje niz vektorsko polje pridruzˇeno φt.













gdje su svi tenzori izvrijednjeni u istoj tocˇki. Odmah iz definicije je vidljivo da Liejeva
derivacija zadrzˇava isti rang tenzora koji se derivira, te buduc´i da ima jako slicˇnu
definiciju kao i ”obicˇna” derivacija zadrzˇava sva njena svojstva, kao linearnost i Leib-
niztovo pravilo.
Kada Liejeva derivacija djeluje na skalar, vrijedi:
£vf = v(f). (B.2)
Za vektor imamo:
(£vw)
a = [v, w]a (B.3)
gdje je komutator standardno definiran kao: [v, w]a = vb∇bwa − wb∇bva.












Uvrsˇtavanjem metrike u gornji izraz dobijemo:
£vgab = v
c∇cgab + gcb∇avc + gac∇bvc
= ∇avb +∇bva (B.5)
gdje prvi cˇlan iˇscˇezne po definiciji kovarijantne derivacije(adaptiranost na metriku).
Ako je φt jednoparametarska grupa izometrija, vektorsko polje ξa koje generira
takve orbite naziva se Killingovo vektorsko polje. Iz definicije Liejeve derivacije, ocˇito
je da takvo vektorsko polje zadovoljava (nuzˇan i dovoljan) uvjet £ξgab = 0. Takav
uvjet za posljedicu ima, koristec´i gornji izraz, jednadzˇbu koju nazivamo Killingovom
£ξgab = ∇aξb +∇bξa = 0. (B.6)
Buduc´i da su Killingova vekorska polja potpis simetrije, odnosno izometrije, prostor-
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vremena njihova svojstva su sˇiroko koriˇstena u istrazˇivanju crnih rupa jer standardni
modeli crnih rupa posjeduju dvije (Kerr i Kerr-Newman) ili tri (Schwarzschild i Re-
issner–Nordstro¨m) simetrije.
Neka je ξa Killingovo vektorsko polje, γ geodezik s tangentom ua. Tada je velicˇina
ξau
a konstantna duzˇ γ. Dokaz:
ub∇b(ξaua) = ubua∇bξa + ξaub∇bua = 0. (B.7)
Prvi cˇlan, zbog Killingove jednadzˇbe, mozˇemo gledati kao produkt simetricˇnog i an-
tisimetricˇnog tenzora koji mora biti iˇscˇeznuti. Drugi cˇlan je identicˇki nula po geode-
zijskoj jednadzˇbi.
Definicija Riemannovog tenzora je:
∇a∇bξc −∇b∇aξc = R dabc ξd (B.8)
Koristec´i Killingovu jednadzˇbu, ovo mozˇemo napisati kao:
∇a∇bξc −∇b∇cξa = R dabc ξd (B.9)
Ukoliko istu jednadzˇbu napiˇsemo permutirajuc´i indekse, na nacˇin da jednadzˇbu s
indeksima (abc) dodamo jedndzˇbi (bca) i oduzmemo (cab) dobijemo slijedec´e:
2∇b∇cξa = (R dabc +R dbca −R dcab )ξd (B.10)
= −2R dcab ξd (B.11)
Dakle:
∇a∇bξc = −R dbca ξd (B.12)
Mnozˇenjem ove relacije s gab dobijemo josˇ jednu korisnu relaciju:
∇a∇aξc = −R dc ξd (B.13)
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